SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA DELL'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 


E. LANCONELLI 


ESISTENZA, UNICITA' E SIMMETRIA DELLE SOLUZIONI POSITIVE 
DI EQUAZIONI DI POISSON SEMILINEARI 


(I Parte) 


BOLOGNA, 29 MARZO 1984 


IX-3. 


In questa nota esporremo alcuni risultati di Gidas-Ni-Niren 
berg ([3], [41) di Benestycki-Lions-Peletier ([1]) e di Peletier-Serrin 
([8]) sul problema: 


(1) Au + f(u) =0 in R° 


(2) u(x) >Owxe R", u(x) +0 per |x| ++ 


dove 5 è l'operatore di Laplace in R" ed f è una funzione reale di varia 
bile reale. 

Nei lavori [3] e [4] Gidas-Ni-Nirenberg, utilizzando il prin 
cipio di massimo di Hopf ed un metodo introdotto da Alexandnoff, dimo- 
Strano che le soluzioni (classiche) di certe equazioni di Poisson semi- 
lineari presentano notevoli proprietà di simmetria. Un esempio dei risul 
tati ottenuti in [4], e che verrà riportato, insieme con altri risultati 
di simmetria, nel $ 1 della presente nota, è il seguente: 


sia f € c'*€(ro, +°[) per un e > 0 opportuno e sia ue cl?) (R") una so- 


luzione del problema (1) - (2). 
Allora esistono x € R" e Ve cl2) ([0, +°[ ) tali che 


u(x) = v(|x - xl) vx e R" 


In luogo del problema (1) - (2) risulta pertanto naturale 
considerare il problema radiale 


(3) valu flv) = 0, in] 0, del 


(4) V'(0) = 0, v(r)>0 rà0, vr) +0 perr> 0, 
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Nei lavori [1] e [8] si dimostrano, rispettivamente, teoremi 
di esistenza e di unicità per il problema (3) - (4); questi risultati 


verranno esposti nei paragrafi 3 e 4 della presente nota. 


$ 1. PROPRIETA' DI SIMMETRIA PER LE SOLUZIONI POSITIVE DI Au + f(u) = 


Nella prima parte di questo paragrafo studieremo alcune pro- 
prietà di simmetria per le soluzioni positive dell'equazione 


(1.1) Au + f(u)=0 , ue cl2) (2) 


(2) n 


dove 2 è un aperto di R" con frontiera di classe C ,Q#R. Nella se- 


i : a n 
conda parte tratteremo il caso in cui 9 = R. 
I teoremi che mostreremo nel seguito sono basati sul princi- 


pio di massima forte di Hopf per gli operatori ellittici di ordine 2. 


rsa (M). Sia 9 un aperto connesso di R"esial= 


= <<; nti limita- 
La ij Du, E Lo, e + c un operatore a coefficienti li 
bal i 
ti strettamente ellittico in 2. 
Allora, se ue cl2) (9) è tale che Luz 0 edus0 inQ, ri- 


sulta 
u(x) <O vxe oppure u(x) = 0 xe 
Teorema (H). Sia L come nel precedente teorema e sia x € d9 


tale che Sx, - v, |v|) € 9 per un opportuno v € R"{o}. 
Sia ue cl0) (2) NC (9 ud) tale che Luz 0eus0 inQ. 
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Allora, se u # 0 ese u(x,) = 0, risulta 


u(x ) - u(x_ - tv) 
lim inf —_-_—— > 0 
t+0+ 


Si (x) 
Una dimostrazione dei Teoremi (M) ed (H), nel caso di c < 0, 
si può trovare in [10]. L'estensione al caso qui considerato si ottiene 
applicando i teoremi di [10] alla funzione v(x) = e 1u(x) con 0} 0 
convenientemente grande (in modo tale che risulti L'v 2 0 essendo L' 
un operatore lineare ellittico di ordine 2 a coefficienti limitati col 
termine di grado zero di segno negativo). 
D'ora in poi supporremo 99 di classe cl2) e Q Limitato. 
Siano y un vettore unitario di "ari A un numero reale e L 


l'iperpiano 
{x e R"/ X*v= }; 


_ FAO À A a 5 4 mb 
per ogni x e R" indichiamo con x (x se non vi è rischio di ambigui- 


tà) il simmetrico di x rispetto a e 
À 
4 =X+2(A-x- v)y 


Poniamo poi 


D 
- 
- 
_ 
Il 


xe 2/ x Y> A}, 


Fo) 
LEE: 
- 
>. 
_ 
" 


{x e Rò € A(A)}. 
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Siano infine 


> 
HI 

> 
" 


inf{\1e R/0,(u) =FVu3A 


DI 


Il 
>» 
uU 


ia I infA € R/X SA MU) CAVA ut 


Teorema 1.1. Sia ue cl) anta: y> amc), do 


ing, u= 0 su 92n fx - y > A}. Supponiamo 


“I 
(«°) 


(1.1) Au + f(u) 


dove f € cl (R, R). Allora 


a) per ogni X€ ] E x [ risulta 


(1.2) QU (x) <0, u(x) ul) = vxe2(1); 
dY Y 
sa Y du 
b) se esiste x E Q NT, tale che [oi (x) = 0 allora 
1 


ma td) va (11) u(TI N I) e u è simmetria rispetto a Ty 
1 1 


Alla dimostrazione del Teorema premettiamo alcuni lemmi. 


Lemma 1.2, Sia x € 99 tale che y* v(x,) > 0 (v indica la nor 


male esterna ad 9). Supponiamo che per un opportuno e > 0 risulti 
(2) drag du 
uecC (aa Stai e]) e a = 0 su BASI €), Alora Ae 


in 20 S(xo, 8). 
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Dimostrazione. Poiché u> 0 ingveu=0 in 39n S(x? £J 
risulta a s0 ina9n S(x > €) (ritoccando eventualmente e si può sup 


porre y * v(x) > O YvxE 32n Sx» e)). Ragionando per assurdo esiste 


du 
ione in aS(x, e) tale che x +x e — (x ) 2 0. 
una succession (%,) ( A e) 0° ( vl 


dY 
du pags. dU n 
Allora 3 (x) 2 0 e, quindi, 3Y (x) 20. 
D'altra parte, pastone (22) N di, + ty/t > 0}, si ha 

x 05) < 0; per il teorema del valor medio esiste Yo € La, è xa] tale 

2 2 2 

du n : du si Pete du 

—_— . _— < — a 
che > o) £ 0; per p+ +° si ottiene 3y (x) < 0 e, quindi, >y (xo) 0 


perché se fosse ci (x) < 0 risulterebbe u < 0 in qualche punto di 


2N0{x - t_/t > 0}. 
o) Y 


Ora, se f(0) 20, in2n Sx? e) risulta 
0= Au(x) + f(u(x) - f(u(x)) = Au(x) + f'(6u(x))u(x) ; 


per il Teorema (H) si ha allora 5 (x) =Y- vo) S (x) <0. 
Ciò contraddice il fatto che A (x) 3-0. 
D'altra parte, se f(0) < 0, poiché u = 0 su 990 Sx? e) e 


grad ul)» riesce 


2 
du 
DE” (x) = Aux) = f(x) = f(0)> 0; 
dv 
sta 
inoltre, poiché u> 0 ing, =— (x )=0vkKk=1,2,-, n-1 
daL9v (o) 


dove 10, 3---30,_{> v} è una base ortonormale di e, Ne viene allora 


22 x)ayiv2 x) xa 2°u 
ge = muli = (Y.v 3 A)? 0 


2 
Ciò contraddice il fatto che 2 (x.).= 0, 
dY S 
Lemma 1.3. Sia X EIN,» Ao [ tale che 
u(x) sul), ul) zu) xe 2,0). 
À du Sr 
Allora u(x) < u(x°) vx e 92 (A) e — (x) <0 vxE2NT.. 
Y Y dY X 
Dimostrazione. Posto 
i LI 
vi: 2! (A) + Ri, v(x) = (x), 
Y de 


risulta 


Av + f(v)=0 in ad); 


inoltre = > 0. Pertanto, se poniamo w = v - u, si ha 


wsS0 , Aw+ f'(u+ 0(v-u)) w=Aw+ cy = 0 in 902). 


Poiché w # 0 per il principio di massimo forte risulta w < 0 in a.(1) e 


dw Y Y 
3Y > 0 sua OT Ma, su Ti 


Ciò prova il lemma. 
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Dimostrazione del Teorema 1.1.. Poniamo 


A= {A €1A k_{ 128646, u(x) < u(x8) vx e R,(A)} 


ip dY 

Dali lemma 1.2 segue subito che A # Y. Posto u = inf A occorre provare che 

è u= A (si osservi che, se XA e A allora X'e A wa'ela, aL ). Per 
assurdo, supponiamo u > A, . Risulta u(x) = u(x') in Q_() (x, € (9) 
u(x,) =D < u()): inoltre, per ragioni di continuità 

u(x) < u(x Vxe R (u). Per il Lemma 1.3 riesce pertanto 


u Qu Y 
u(x) < u(x") va ca, (u) e ay) SO vxennT. 


Grazie ancora al Lemma 1.2, esiste e > 0 tale che si (x) < 0 
vxe 9Q (u- e). 
D'altra parte, per la definizione di u, esistono una succes- 


sione dp) in ] M s u[ ed una successione (5? in 9 tali che: 


;I 
\_ 4 u, 2 (A , > p 
p u Sf LI o) ux) UD ) 


NV 


u(x4); di 


Ovviamente si può supporre a +x €2 (u) e, quindi, u(x) 
u(x!). De- 


“" 


conseguenza, essendo u(x) < u(x!) vx e o), riesce u(x) 
ve essere allora x € Tp 

Esiste pertanto p e N tale che, il segmento[ vo, si G 9, (u-e) 
e ciò è assurdo perché u(X09) $ na mentre $ < 0 in Q (ue). 

Resta così provata la parte a) del Teorema. 

Per completare la dimostrazione, supponiamo S (x) = 0 in 


un punto x € 2 OT . Poiché, per ragioni di continuità, 
u(x) £ u(x1) vVx ea). per il lemma 1.4 dovrà essere u(x) = 


DI 


1 
= u (x vxea (A,). I tico] = =0= 
( x ) vx n ). In particolare, vx e (9 a.(4,)) op u(x) = 0 
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Ò A 
= u(x ) e, quindi, x e (992 ASTA 


Ciò prova che 9 ed u sono simmetrici rispetto a T 


Mostriano ora qualche esempio di applicazione del Teorema 1.1. 


(2) 


Esempio 1. Sia 2 = S(0, R) e sia ue C'°’(9) una soluzione, 


positiva in 9, del problema 


Au + f(u) = 0 
(1.3) 


(1) 2) 


Allora, se f è di classe C , esiste v c‘ ( [O,R] , R) tale che 


u(x) = v(|x|) vxe 92, 
v'(r)<0 wr e 10, R], v'(0)=0 


Dimostrazione. Per ogni y e R", |y| = 1, risulta x =0e 


x = R. Per il Teorema 1.1. riesce 


du 

ay A <0 VvxeX , x°vyd>O0, 
chi (x) <0 wxe a, x <(-v) < 0; 

d(-yY) 


quindi > (x) = 0 wx € N: x - y = 0. Ancora per il Teorema 1.1 u ri- 
sulta allora simmetrica rispetto al piano {x - y = 0}. Data l'arbitra- 
rietà di y riesce quindi u(x) = u(y) Yxsy € 2: |x| = |Jy|. 

Poniamo ora v : 10, RI] +R, v(r) = u(r, 0, -, 0). Ovviamente u(x) = 


= v(|x|) vx e a-{0} e ve cl 10, R]). Essendo poi Au + f(u) = 0, 


IX-11. 
risulta 
vor) a El vile) + F(v(1)) #0, vre 10, RI 


e quindi 


v'(r_) r 
v'(r) = _ i #(v(s)(&)""ds, vr € IO6RE; 
Log 


Tim v'(|x]) = Tim |grad u(x)| =0. 
|x| + o XxX * 0 
Pertanto 


r 
v'(r) =- [ f(v(s) 3)" ds vr e ]0,R] 
o 


Di qui segue subito che v è prolungabile su [0, R] in mo- 


(2) 


do tale da risultare di classe C x 


Esempio 2. Per ogni p > 1 il problema 


40+Ù =0 in =S(0, 8) 
(1.4) 


u| 0 


sa 3 


ha al più una soluzione ue cl2) (2). 


Prima di provare questo risultato, richiamiamo il seguente 
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Lemma 1.4 ([8], Appendice) Il problema di Cauchy 


v" + - v' + f(u) = 0 


ha al più una soluzione di classe cl) (to, 6] ) se f è localmente lipschit 
ziana in 10, + © (8 > 0 opportuno). 

Torniamo ora al problema (1.4). Per quanto provato nell'esem 
100) = 
= vj (ul) e un (x) = va(]x1) due soluzioni positive di (1.4), di classe 


cl?) sui. 


pio 1 ogni soluzione di (1.4) è radialmente simmetrica. Siano u 


vo 62010, RI) e si ha 


Allora Vi» “2 
vi PR ai vi +v,=0, 
1 [sl 1 
(1.5) ely 2 
v.(o} > 0, v!(0) =0 
i i 
pel 
2/p-1 v(0) : 
Posto w(r) = X va (Ar) con ) = o) x 
si riconosce subito che 
w' + pet w' + w = 0 
ti 
w(0) = v,(0), w'(0) = 0 
Allora, per il Lemma 1.5, w= v, e, quindi, 


i 


tea.) a 4° v_(A R) 
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ciò implica AS 1 (v, > 0 in 2). Analogamente, scambiando v, con Va» SÌ 


2 1 
ottiene XA 2 1. Dunque XA = 1 e v,(0) =vy(0). Da (1.5) e dal Lemma (1.5) 


segue l'asserto. 
Nota. Teoremi di unicità per problemi del tipo seguente 


Au + f(u) = 0 9a = S(0,R), 


u/.-_= 0, u>0 in9Q 


IN 


sono contenuti in un recente lavoro di Ni ([7]). 


. ; n n ” 
Esempio 3. Sia 2 = {x ER IR, <|x|] < R} e sia 


ue c8ta u {]x| = R}) una soluzione di 


Au + f(u) = 0 in9, ulx)=0 se |x|]=R, 


(1) 


dove f € C (R,R). 


i R_+R 
Allora, per ogni x ER tale che 


0 
2 


< |u|< R risulta 


du 

— (x) < 0 con y = 

dY |x| R+R 
0 


(in particolare u non ha punti critici nella corona 7 


< |x| < R) 


è - x ‘ ; PIEDI 1 
Dimostrazione. Se y è un vettore unitario di R' allora 


R_4R 
=R e af = . * . Per il Teorema 1.1 risulta - <0 in a") e, 


sie 9U 5 Y 
: 
quindi, + 0 in Lib" 


D'altra parte £ non è simmetrico rispetto a ti . Ancora dal 
Teorema 1.1 segue allora che » < 0 anche su2nNn Ti A 


IX- 14. 


Osservazioni 1. I Lemmi 1.2 e 1.3, e quindi il Teorema 1 
valgono anche nell'ipotesi di f Lipschitziana (Cfr. {[ 31). Allora i ri- 
sultati provati in precedenza si applicano anche, ad esempio; all'equa- 


zione 
Au + max {o, u} = 0 


Osservazione 1.5. Il Teorema 1.1 non vale se l'ipotesi u > 0 


viene sostituita dalla seguente: 


Infatti, seQ ] - 20, 210, la funzione u(x) = 1-cos x ve- 


rifica l'equazione 


è di classe cl2) in S non negativa e non = 0. D'altra parte, se si pren- 
de y = 1 risulta Ao = x = 2H, }, = x =0e pa = u' > 0 in qualche pun 


to di 2 (1,). 
A 


Osservazione 1.6. La tecnica degli "iperpiani mobili" era sta 


ta utilizzata da Serrin ([12]).per provare il seguente 


‘ doh 2 Dl 
Teorema (S). Sia 2 un aperto limitato e connesso di R. con 


(2) (2), 


frontiera di classe C‘°” e sia ue C'(9) tale che 

(1.6) Au = -1 in 9 

(1.6) u/d, 0 

(1.6") da = costante su 92 (v = normale esterna a 2) 
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Allora £ è una sfera e u è radialmente simmetrica. Più pre- 


cisamente, se 2 = S(0, R), risulta 


2 
(1.7) uit)» ES 


Dimostrazione. Se 2 = S(0,R) la funzione (1.7) è soluzione 
di (1.6), (1.6'), (1.6"); il principio di massimo assicura poi che non 
vi sono soluzioni diverse da questa. Quindi occorre provare soltanto 
che 9 è una sfera. Osserviamo anzitutto che se u verifica (1 6) e (1.6'), 
per il principio di massimo fonte, risulta u > 0 in 9. Sia ora 
ve R', [x] =1, e sia x, = x. Allora, posto v: Q_(A,) + Rs v(x) = 


= u(xd) risulta 
X* 


A(v-u) = 0 in 9'(,,) 
vVOU1 


(Vw gt (a,) 30 
Y I 


Allora v = u oppure v < u in Q0). 
Proviamo che la seconda eventualità non può verificarsi di 


stinguendo due casi. 
i) x E (92) n (9 Q,(A,). Poi ché (v-u) (x) = 0 per il Teorema (H) de- 


ve essere a(vru) 6) <0,v= v(x) 
2 (x) = (x) 


alt , +64), 
D'altra parte, per la (1.6") 3% La 


ii) ax € 92 tale che v(x) Ly. 
In questo caso un calcolo diretto permette di verificare che 
du IV 8% 


risulta —=—_ = #7 = 
dx. (x) dx, lx)» ax ax. ‘o dx.dx. ‘o 
i i i ij i 9 
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Ciò porta immediatamente ad una contraddizione in forza del 
seguente Lemma di Serrin, che estende il Teorema (H) ad aperti privi 


della proprietà della sfera internamente tangente. 


Lemma ([12], Lemma 1). Sia 9 un aperto con frontiera di clas 


(2) 


se C e sia T = {x - y = A} un iperpiano di R " tale che ys vi)» 


per un opportuno x CCA 
Siawe€ cl2) (AN {x y £ A}) tale che Aw20,wS0, 
(x) = 0. Allora, per ogni vettore a penetrante in 2 N {xv <X}, 


risulta 


dw vi 
a 0) < 0 oppure pa (x) > 0 
oppure w = 0 in2 {x-y<KX}. 

Tornando alla dimostrazione del Teorema (S), possiamo quin 
di ritenere v = u. Poiché u = 0 in aQ2e u> 0 in A, ne viene allora che 
Q è simmetrico rispetto a È e che Q è semplicemente connesso. Il ri- 
sultato segue ora dal fatto che gli unici aperti semplicemente connessi 
di R" che sono simmetrici rispetto ad un iperpiano di ogni fascio di i- 
perpiani, sono le sfere. 

La tecnica degli iperpiani mobili è stata usata da Gidas- 
-Ni-Nirenberg anche per provare risultati di simmetria per le soluzio 


; sla î Ria sad cainaà ds n 
ni positive di equazioni semilineari di Poisson definite su tutto R_. 


de R,R ) con 


Teorema 1.6 ([ 4] , Teorema 2). Sia f € C 
e > 0 e f(0) = 0, f(0) < 0. Siaue cl2)(R ,R), n 2 2, una soluzione 


positiva del problema 


Au + f(u)=0, u(x)+0 perx++0. 


IX=17. 


(2) 


Allora esistono x € R" e ve C'“(R,R) tali che 


u(x) = (Dex!) vxe R" 


La dimostrazione di questo Teorema si fonda sul lemma se- 


guente 
Lemma 1.7. Siano y e R", |y]=1e 
A = {€ R/u(x) > u(d) vxeR': x. Y<CA} 


Allora A è un aperto ed esiste Ao eRi: A 2 Ti; + ol. 


La dimostrazione di questo lemma è piuttosto lunga e compli- 
cata; riportiamo qui soltanto le sue linee generali. 


Anzitutto si scrive f nella forma 
f(u) =-mu + g(x) 
dovem>0eg=0 x) per un a > 0 opportuno. Successivamente, suppo 


nendo m = 1 (cioè non è restrittivo) si prova che risulta 


n-1 


(1.6) u(x) = 0(]x| ù e-lxl, per |x| + +0. 
Allora u si può rappresentare nella forma seguente 
(1.9) u (x) = i G(|x-y]) h(y) dy 

R 


dove h(y) = 0(e * ly], per |]y] > +° e G(|x-y|) è la funzione di Green 


di (-A+1)in R°”: 
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I 
2 


G(r)=r Kn-2 (r) 
2 


(K, = funzione di Bessel modificata di ordine v). 
Il Lemma (1.7) si deduce direttamente da (1.9) (Proposizio- 
ne (4.2) e Lemmi 6.1, 6.2 e 6.3 di [4]). 


Dimostrazione del Teorema 1.6. Se ] A, + è la componen 


1 


te connessa di A contenente ] do? 40, allora AM e R. Infatti, se 


fosse \, = -, indicando con Xn il simmetrico di 0 rispetto al piano 


{x - y = -n}, si avrebbe u(x ) > u(o) Yyne N; ciò è assurdo perché 
n 


u(o)> 0 e U(x n) + 0 per n + +°, in quanto Lon + 40 e u(x) + 0 per 


x + + (cfr. (1.8) . Allora, per il Lemma 1 8, che mostreremo fra po- 


co, risulta (x) <0 vx€e R": YUXD I, Lia AVI > Ù, ). D'altra 
parte, per ragioni di continuità, u(x) 2 ud! ) vx e n TRI NE 
Ancora per il Lemma 1.8 riesce pertanto 


u(x) = ud) vxe RR", x YSAX 


oppure 


u(x) > u0d) vxeR",x "vtM- 


Ma questa ultima possibilità non può verificarsi in quanto A, é A 
(1A, + co [ è una componente connessa di A). 


Ciò prova che u è simmetrica rispetto al piano {x -vy= A} 


du 
e che ye) #0 sex-vY #1 

Scegliamo ora y = €; = (0, ses),  # 1523 Per 
quanto provato esistono x, au" n) tali che u è simmetrica rispetto a 


IX-19. 


ciascuno degli iperpiani di; = x) 


1 
Ò (LATI x) grad u(x) #0 vxx x 


},j = 1,2,-,n; inoltre, posto Pili 


Proviamo ora che u è simmetrica rispetto ad ogni iperpiano 


passante per X0° Se y è un vettore unitario di n, esiste un iperpia- 

Y 

I 

Li è dotata di massimo (0 < u(x) + 0 per |x|] ++%) e poiché, in ogni 
gu 

dY i Ò 

x € Ti tale che grad u(x) = 0. Deve allora essere x = *% e, quindi, 


no T. rispetto al quale u è simmetrica. Poiché la restrizione di u a 


punto di È P = 0 (per la simmetria di u) esiste un punto di 


T' contiene x_. 
À (o) 
Resta così provato che u è radialmente simmetrica rispetto 
ad X0° La dimostrazione del Teorema si completa ora come quella dell'E 


sempio 1. 


Lemma 1.8. Sia u come nell'enunciato del Teorema 1.6. Sup- 


poniamo che per qualche X > 0 risulti 


u(x) > UO) , u(x) # ud) vxe Ri yox <a. 
Allora u(x) > ul) se f-x<KXe SA lx) < 0 sexe T', 
Y dY À 


Dimostrazione. Nell'aperto Q = {x - y < A} consideriamo la 


funzione z(x) = ut) - u(x). Risulta z < 0 e z 7 0; inoltre 


\ 
) 0, 1[. Allora, per i teo- 


] 
az Y 
> (x) > 0 vxe n 


Per ulteriori risultati di simmetria rinviamo direttamente 


dove c(x) = f(n(x) + t, (u (x°)-u(x))), Pa 


remi (M) ed (H), z<0 inge- 2 > (x) = 


a [3] e [4]. 
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IX- 23. 


$ 2. ESISTENZA DI SOLUZIONI POSITIVE PER u" + ni u' + f(u) = 0 


In questo paragrafo mostreremo un teorema di esistenza, do- 


vuto a Berestycki-Lions-Peletier ([1]), per il problema 


la wa Pel ut 4 F(u) = 0 in] 0, + ol 
(b) u'(0) = 0, ur) > 0 rz0 , ur) +0 perr+ +0, 
Anzitutto proviamo la seguente 


Proposizione 2.1. Se f € C(R,R) il problema di Cauchy 


n, Du - 
alieni di f(u) = 0 


(2.2) 


ha almeno una soluzione u di cl2) in un opportuno intorno di 0. 


Dimostrazione. Supponiamo n # 2. Fissato o > 0 scegliamo 
6 > 0 tale che 


Allora, posto 


D={ueC([-8,5],R )/|ur)-a|l Sp re [-0,p]} 
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ì 1 fr E n-1 
T(u)(r)=a+ — J f(u(s)) ((7) r-s) ds, 
Do) 
risulta T(D) C D. Poiché 
iù s 
(T(u))'(r) = - [ f(u(s)) 7 ds 
lo) 


si riconosce subito che T è completamente continuo. Allora, per il Teo- 


rema di Schauder, esiste ue D tale che T(u) = u. Questa u è una funzio 


(2) 


ne di classe C°* su [-6,6] che risolve (2.2). In modo analogo si pro 
va l'affermazione nel caso di n = 2. 


Sulla funzione f faremo le seguenti ipotesi: 


(A) f è localmente lipschitziana in Re f(0) = 0 
(B) a = inf {t > 0/f(t) 20} >O0 
u 
(C) Posto F(u) = f(t)dt, esiste U DU d F(u,) > 
Do) 

(D) Posto B = inf {t > 0/F(t) > 0}; risulta 

f(t) >0 Vt €]o, BI (si noti che o <B). 
(E) lim f(t)/(t - a) > 0. 

t> Gt 
(F) Se f(t)>0 wtb> BR, allora 


lim f(t)/t =0 


t+ 4° 
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dove 1 = (n+2)/(n-2) se n> 3, 1E R (opportuno) se n = 2. 


Teorema 2.2. Nelle ipotesi (A)-(F) il problema (2.1) ha al- 
meno una soluzione u e cl2) ([0, + ) tale che u‘(r) <0vre] 0,+0f 
Alla dimostrazione del Teorema premettiamo alcune osserva- 


zioni. 


Osservazione 2.3. La condizione f(0) = 0 è necessaria per la 
esistenza di una soluzione di (2.1) (poiché siamo interessati soltanto 
alle soluzioni positive non è restrittivo supporre, come faremo sempre 
nel seguito, f(u) = 0 per us0). 


Infatti, se f(0) 


UAN 


-2m < 0 e se uè soluzione di (2.1)-(a), 


allora u"(r) + - u'(r)amvw r=R e quindi (run) è 
> me"! v r=R; pertanto 
E R pri m Rn, 
u(r) => u(R) + (— u'(R) += t(1-(3)°) dt ++% 
R LA m t 


per r + + 00 
Analogamente, se f(0) > 0, si prova che U(r) + - © perr++0, 


Osservazione 2.4. La condizione (C) è necessaria per l'esi- 


stenza di una soluzione di (2.1). 


(2) 


Se ue C° “(I 0, +0 ) è una soluzione di (2.1)-(a), allora 


moltiplicando l'equazione per u' ed integrando, si ottiene 


n u(r,) 
(2.3) plu'(e)? - 1 tutte Din) / (u'(r))* Lf Flerdt = 0 


Sa ur) 


per ogni To r, > 0. 
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Fissato r, > 0, il primo membro di (2.3) ha limite per eg 0 esi ha 


n u(r,) 
2 ' 
(2.4) IL (u'le nf ( LLC)? dre 4 f(t)dt = 0; 
2 I r 
Do) u(o) 
d'altra parte, se u(r,) > 0 per r, + +, esistono i limiti 


1 1 


1 x "1 
Tim F(t)dt = i f(t)dt € R, Tim f (u'(r)? E e [0,401 


rj>4e "u(o) u(0) rjr+o ‘o i 


Allora, per (2.4), esiste lim (u'(r,))È e [0, +°[ ; di conseguenza 


"I w, 


+ i 2 
| Bell scia 
(0) 


pr 


ed allora lim tu 103° = 0. In definitiva 
r +49 


Men 2 u(0) 
nr f (u'(r)))" dr = [ F(t) dt 
(0) 


r 


u(0) 
Allora, se u è soluzione di (2.1) e sen > 1, | f(t) dt > 0. 
(o) 
Se n = 1 l'affermazione segue subito da (2.4). 


La formula (2.3) permette di provare la seguente 


Proposizione 2.5. Sia u € cl2) ( [0, +e[ ) soluzione di (2.1). 


Allora u'(r) <Owvr>0. 


Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che se u'(E) = 0 per un 
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opportuno & > 0, allora u"(€) # 0. Infatti, se fosse anche u"(£) = 0 sa 
rebbe f(u(E)) = 0 ed allora si avrebbe u(r) = u(E) vr > 0 (per l'uni- 
cità delle soluzioni del problema di Cauchy relativo a (2.1)-(a) con le 
condizioni iniziali ul: = u(E), u'lg = 0). Ciò è assurdo perché 

0 <ulr)+0 per r + +0, 

Proviamo che u non può avere punti di massimo in 10, +[. 
Ne verrà che u non può avere neppure punti di minimo in ] 0, + ; allo- 
ra u'(r) #0 vrb>0e, quindi ur) <0vr>0 in quanto 0 < u(r) +0 
per r + +0, 

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che sia È €] 0, +[ un 
punto di minimo per u. Allora, in un intorno sinistro di È, u' > 0. Poi 
ché u'(0) = 0 esiste He lo, EI: u'(r) =0eu'(r)>Ovr ] ro EL. 
Chiaramente ur) < u(E). Poiché u(r) + 0 per r + +, esiste r, > È ta- 
le che u(r,) = ur)» 


Dalla (2.3) si trae allora 


3 (u' (r, la + (n-1) fa we dr = 0; 


sen 71 ciò è assurdo perché u' # 0 su [ro? rl. Se n = 1 si arriva an- 

cora ad un assurdo se si prende rj = SUP fr > Elu(r) = ur)? 
Osservazione 2.6. In 2 è provata l'esistenza di soluzioni 

radiali del problema (2.1) sostanzialmente sotto le ipotesi (A), (C) 

(F) e 


(B') lim ai =-m<0. 


t+o0 


Le ipotesi (D) ed (E) appaiono pertanto di tipo tecnico. L'ipotesi (B'), 


più forte, ovviamente,della (B) consente di provare che ogni soluzione 
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di (2.1) è esponenzialmente decrescente all'infinito. 


Proposizione 2.7. Sia f E C (10, +ef ) verificante l'ipote 
si (B') e sia u una soluzione di (2.1). Allora, per ogni s€ ]V0, ml 


risulta 


lim sup u(r) eì TT 
r+>+o® 


Dimostrazione ([8] , Lemma 5). Poiché u"(r) = 


=- ni u'(r) - f(u) > 0 per r 2 R, allora esiste lim u'(r). Poiché 


r> +0 
u(r) + 0 per r + + © dovrà essere lim u'(r) =0. 
r+ +0 
Posto z = - ca risulta z > 0 (Prop. 2.5) e 
i u" uri 2 n-1 f(u) 
z'=3-1 +32 - —2+ 
u ùu r u 


Scegliamo ora R > 0 tale che f(u(r))/u(r) = - (m-1) e 


i sm+ 3 vr. Allora z(r) s 2 Um wr=aR. 


Infatti, se fosse z(r,) > 2 Vm +1 per un r, > R, in un 


intorno di ai (e quindi, a posteriori, per ogni r 2 ra) si avrebbe 


2 2 n-1 f(u) 


cz = SZ + ù 2 2 # 
2 


1 
2 


e, quindi lim z(r) = + per un opportuno r* < + °°. 


La cal 
Pertanto lim sup dele) <2m+1. Poiché u(r), u'r) +0 perr++%, 
r+ + 


per la regola di de l'Hopital si ha 
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dî qui, integrando, si trae 


log “3 >C+68r , yr=R 
e, quindi, l'asserto. 

Mostriamo ora che l'ipotesi (D) garantisce l'esistenza di 
soluzioni dell'equazione (2.1)-(a) definite su [ 0, +0[, 

Posto y = +° se f(t)>Owyt> B e y = inf{t > B/f(t) = 0} 
se f(t) = 0 per qualche t > B, si ha infatti: 


Proposizione 2.8. Sia fE C ([0, + ) verificante l'ipote- 
si (D) e tale che f(u) = O»per u < 0. Allora ogni soluzione non prolungabi 
le del problema di Cauchy 


u" + Elsie figder 


(2,5) di s EE] a,vl 


è definita almeno su [ 0, +°[, 


Dimostrazione. Sia u una soluzione non prolungabile di (2.5). 
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Posto ti = {r 2 0/u(t) s E vt € [0, rl } proviamo che r, SUP 3 è + 0, 
Supponiamo, per assurdo, che siar, < + ©. Per continuità risulta 

ur? = È ed allora, per un opportuno 6 > 0, u(r) € ] a,vy[wreE] rod» 
ui 6 [. D'altra parte, per la (2.3) 


Jr 
(u'(r))E + mn f (u'(e)? SE + F(u(1)) = FCE) 


(o) 


mlao 


e quindi F(u(r)) £ F(E). Poiché ulr) € ] a, y[yre]l LA 8, rt [ 
e poiché, per l'ipotesi (D), F è strettamente crescente su ]o, B[, di 
qui si trae u(r) S Ev re Ir 8sr0t81» Ciò contraddice la definizione di 
ro 

Poniamo ora T* = {r 2 0/u(t) 2 0v tel 0, r] }. Se 
sup T* = +° la Proposizione è provata. 

Supponiamo ora r* = sup T* < e. Per ragioni di continuità ri 
sulta u(r*) = 0 e, per definizione di r*, u'(r*) < 0. Ma, se fosse 
u'(r*) = 0 allora u = 0 e la Proposizione sarebbe provata. Supponi amo 
dunque u'(r*) < 0. Allora u < 0 in un intorno destro di r* e ivi verifi- 


ds ' 
ca l'equazione u" + pu = 0. Allora 


Questo completa la dimostrazione. 

Supponiamo ora f localmente lipschitziana su R. Per ogni 
EE @dsY indichiamo con u(E, -) la soluzione del problema di Cauchy 
(2.5). Supponiamo che dominio (u(€, -)D 0, +°[ vEEl a,vl. 


Poniamo I=]o vl, 


I'={£E]a,y[/ ro 7 0: u'(E, ro) 30, UE) 30, 


vrero, Pol ky 
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I ={EE]l a,vy[ far? 0: ul, r) 30, ile, REI 


vre] 0, Pol } 


Se EE INIT I ) e se f verifica l'ipotesi (E) allora u(E, *) è solu- 
zione del problema (2.1). 
Infatti, posto T = {r > 0/u(E, t) > 0, u'(E, t) < 0 


vtE] 0, r]}, se fosse sup T = Fi < +0 si avrebbe 
u(E, toi =0 eu'(E, t)<0 vte]o, rg) 
e quindi € € I. oppure 
u(E, r) > 0wre] 0, r] e u'(E, ro) = 0 
e quindi € E I, 
Allora u(E, +) > 0 e u'(E, -) < 0 sul 0, 4©[ per ogni & 
E ImI*Ù I); per tali valori di € u(E, -) risulta soluzione del pro 


blema (2.1) in forza del seguente 


Lemma 2.7. Supponiamo che f verifichi Je ipotesi (A), (D) 


ed (E). Sia €&E ] a, Y[ tale.che 
u(E, r) > 0, u'(E, r) <0 wr>0. 


Allora lim u(E, r) = 0 
r+ + 0 
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Dimostrazione. Sia 1= lim u(€, r). Risulta 0<1<E. 
 prL+t+o 
Poiché lim u'(E, r) = 0 (cfr. Oss. 2.4) e poiché u verifica l'equa 
rL++ 


zione (2.1)-(a), si ha 


lim u"(E, r) = -f(1) 
r>+o 
e, quindi, f(1) = 0. Allora 1 = a oppure 1= 0. 
n-1 
Supponiamo, per assurdo, ] = a. Posto v(r) = ri (v(r) - ai) 


risulta v(r)>0 wr>0e 


v"(r) & enna) = IN, v(r) 


Là 


£ |h 
® I5 

L 
g|-- 


Esistono pertanto m > 0 ed R > 0 tali che 


IN 


v"(r) <smuv(r) WrzR. 


Ma, come si riconosce facilmente, non esiste nessuna funzione v > 0 ve- 


rificante quest'ultima disequazione differenziale. 


Dimostrazione del Teorema 2.2. Basterà provare che I° ed ID 
sono aperti non vuòti (è ovvio che I*n = 9). 


+ 


a) I 


" 


gsiate ]a,B[. Dalla (2.4), se u(r,) = 0, si ricava 


lo) 
e ciò è assurdo perché f f(t)dt = - F(E) > 0. Allora È é I . Supponia 
E 
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mo per assurdo, che sia anche € € Fa Per il Lemma 2.7 risulta allora 


lim ul(E, r) = 0; pertanto (Cfr. Osservazione 2.4) 


r+ + 0 
+0 d È 
n f (n'(r))È 2. | f(t) dt <0 
lo) ci o) 


Questa contraddizione prova chel a,B{ € I, 


t 
b) i # 9. Poniamo g(t) = f(mintt, y}) e G(t) [ g(s) ds. 
(o) 


Le ipotesi fatte su f assicurano (cfr. [5] e[1] pag. 147) 


che per R abbastanza grande il problema 


AU + g(u) =0 in S(0, R)=9 


ha almeno una soluzione positiva u C cl a). Risulta (cfr. $ 2) u(x) = 


= v(|x|) con v € cÈ(] 0, RI) e v'(r) <O wr > 0. Allora uo) = max u 


e, quindi, Au(o) < 0. 


Se Au(o) = 0 risulta g(u(0))= 0, u(o) = a (u(o) è > 0); 


la funzione v, in quanto soluzione del problema di Cauchy 


n-1 
v" — V'! La = 
ur” g(V) = 0 


v'(0) = 0, v(0)=a 


è costante su[0, R] grazie al Lemma di unicità 1.4. 


Ciò è assurdo in quanto v(R) = ua = DE 


Deve essere pertanto Au(0) < 0 e g(u'(0)) > d. 


Allora € = i(0) = v(o) € Ie quindi, poiché v(R) = 0 e 
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v'(r) <Owre] 0, RI, Eel. 

La dimostrazione del Teorema 2.2 si completa provando che 
I° ed IT sono aperti; per questo rinviamo direttamente al 1] , pag. 
147. 


$ 3. UNICITA' 


In questo numero ci proponiamo di illustrare il metodo di 
Peletier e Serrin, utilizzato in[8]e [9], per provare l'unicità della 


soluzione del problema 


nel 


2 u' + f(u)=0 in 0, +0 


u! + 
ulr) >O0Wrz=0, u'(0) = 0u(r) +0 perr++ 


La funzione f verifica le ipotesi (A), (B) e (C) del $ 2 ol 


tre alla seguente 


(S) la funzione u + è decrescente (debolmente) nell'insie 


me {u>B/ f(u) > 0}. 


Geometricamente l'ipotesi (5) significa che l'insieme D = 
= {(u»s v) E RÉ Ju > B, 0 <v < f(u)} è stellato rispetto al punto 
(B, 0). 

Utilizzando le proprietà generali delle soluzioni di (3.1) 
già mostrate nel $ 2, si possono provare le seguenti affermazioni (per 


queste è sufficiente che f verifichi (A), (B) e (C)). 
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(I) Due diverse soluzioni di (3.1) coincidono, al più, in un numero fi 
nito di punti ([8], Lemma 6) 


(II) Siano Ù, ed Un due soluzioni di (3.1) e siano W = us ev, = 


1 £ U sono strettamente decrescenti: Cfr. Prop. 2.5). 


Supponiamo u, > u, sull'intervallo ] R, +°[ . Allora fg % 


1 2 
è positiva e strettamente decrescente su]0,u_(R)I ([8], Lemma 9). 


2 
o! 
Si ha allora 


Proposizione 3.1. Supponiamo che f verifichi (A), (B) e (Cc). 
Siano u, € uo due soluzioni di (3.1) diverse fra loro tali che u,(R) = 


= u, (R) z U per unR 20. AlloraU » B. 


1 


Dimostrazione. Sia (R, U) l'ultimo punto di intersezione dei 
grafici di u, e Un. Moltiplicando l'equazione in (3.1) per rta ed 


integrando, si ottiene 


Leti 1 glo 
2” (u; ( )) 7 R (u: (R)) = 
U 
- (ve Fide, it. 
u(r) 
Risulta e" ut (r) > 0 per r + + (Cfr. [9] ; cfr. anthe la Prop. 2.7). 
Allora 


dove it) = (v.(t}) 9%. (v, (ey) ?n7?, 


Possiamo supporre u, > u, su ] R, +°[ e, quindi, u; (R) < ur (R)<0; 
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allora 


U 
f y(t)f(t)dt > 0 
(e) 


Ora, per la (II), VI > 0 su] 0, U[ e, quindi, lo stesso vale per y. 


Inoltre (Vv, - v,)' < 0 e, quindi, 


2 


e _ 2n-3 sula 2n=3: 239: i 
y' = 2(n-2) v, (vi Va) + (vi Vr ) vo} <0 


(qui supponiamo n > 1 e, quindi, essendo n intero, 2n - 3 > 0; nel caso 


n= 1 l'unicità è banale: [8] pag. 187). 


Allora, se fosse U £ B, si avrebbe 


VA 
(>) 
. 


U U 
0 <f Y(t)f(t)dt = Y(U)F(U) -[ Y'(t)F(t)dt < 
lo) lo) 
Deve quindi essere U > B. 


Proposizione 3.2. Se f verifica (A), (B), (C) ed (S), due di 
verse soluzioni Ù ed Un di (2.1) non possono intersecarsi 
Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo e supponiamo u, (R) — 
5 u, (R) = U per unR > 0 (se fosse u,(0) = u, (0) sarebbe u, 3 Un. 
Possiamo supporre Ù < u, su ]R, +°[ . Per la proposizione 
precedente risulta B < U; esiste allora e > 0 tale che B + e < U. Sia 
p > R tale che u, (p) = B +e. Poniamo 


usu,s ib WE deelé 


{ f 


Ui r) 


X = SUp ii /r € [0, pl} 
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Poiché U, D U, in un intorno destro di R, risulta X > 1. Poniamo infine 


z= Up - U 
Per definizione di A è z 2 0 in[0, p] e, poiché X> 1 e 
us (0) > u,(p), esistene[ 0, p[ tale che z(n) = 0. Risulta z'(n) = 0 


e z"(n) > 0. Di conseguenza 
f(u,(n)) - Af(u,(n)) 20 


od anche, poiché u, (n) = Xu, (n) > 0, 


F(up(m) + B+ e) F(G,(m) +84 6) 
u, (n) TO 


Ora, per la condizione (S), f(u)/u - B)è decrescente su ] B, u(0)[ 3 ne 
viene che f(u)/u - B - e)è strettamente decrescente su ] 8 + e, u(o)[; 


quindi, poiché u, (È) > u(n), 


MMM) + p+e) FM) + 846) ste) Fis) __ fl, (me810) 
u, (n) u, (n) ROBERT 


Questa contraddizione prova l'asserto. 


Teorema 3.3. Se f verifica (A), (B), (C) ed (S) allora il 


problema (3.1) ha al più una soluzione. 


Dimostrazione. Se u, e u, sono due diverse soluzioni di 
(3.1), per la Proposizione precedente u (e) # us (n) Vr2zo. 
Supponi amo LI d u, e consideriamo la funzione w = AZE 
dove a ui s = 1,2. Alloraw>0ew'>0su]lo, u, (0) [ (per la II). 
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D'altra parte per t = u, (0) risulta w'(t) = + ©. Questa contraddizione 


2 
prova l'asserto. 


Osservazione 3.4. Consideriamo il problema 
AU - U + uP sd 
u>0 in R', u(x) + 0 per |x\| ++ 


Per ogni p > 1 le (eventuali) soluzioni di questo problema sono radial- 
mente simmetriche rispetto ad un punto x (SI R°. 


D'altra parte, se u è soluzione di (3.2) anche x > u(x - x) 


lo è. Allora (3.2) è equivalente al problema radiale 


(3.3) v'(0) = 0, v(r)>0 r20 


v(x) +0 per |x| ++ B 


La funzione f(u) = -u + uP, p > 1, verifica le ipotesi (A), (B), (C), 
(D) ed (E) del $ 2. Allora, per il Teorema 2.2 il problema (3.3) ha al- 


meno una soluzione se 


(questa condizione è anche necessaria: Teorema di Pohozaev, cfr. [2], 


$ 1). 
11 Teorema di unicità 3.3 non si applica al problema (3.3) 


in quanto la funzione f(u) = -U + u, p > 1, non verifica la condizione 
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(S) (si noti che per 0 < ps 1 il problema (3.3) non ha soluzione: non 
è verificata la condizione (C)). Ciò si deve essenzialmente al fatto 
che f è infinita per u + + e convessa in un intorno di + ©, 

Teoremi di unicità nei quali l'ipotesi (S) viene sostituita 
da condizioni di "convessità" sono stati provati da Mc. Leod e Serrin in 
[5]. Questi risultati permettono di stabilire l'unicità per (3.3) nei 


seguenti casi: 


4 
i 
_ 
3 
I] 
w 
» 
£ 
D 
Li 
A 
Dv 
A 
È 
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